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バタワースフィルター  通過域平坦阻止域無極近似  2007 年 8 月 8 日 目次に戻る 
2023.2.13 2023.8.30 2024.4.25 2024.9.16 2025.10.12 訂正 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  次数 n＝5 のバタワースフィルター 
1、元関数 

1930 年イギリスの技術者スティーブン・バタワースが発表したので、バタワースフィル

ターと呼ばれるフィルターです。通過域にも阻止域にもうねりが無いので、通過域平坦阻

止域無極のフィルターです。 

角周波数は生（なま）のものを用いません。スケーリングを行い、正規化角周波数にし

ます。（正規化については「スケーリング」の章をご参照下さい。） 

正規化角周波数＝生角周波数×縮尺です。縮尺として
]s/rad[

]s/rad[  1
通過域端生角周波数

を使用

します。分母の通過域端生角周波数をどこに置くかは、あとで述べます。 

正規化角周波数の 0 [rad/sec]から 1 [rad/sec]の範囲を出来るだけ平らにし、阻止域であ

る 1 [rad/sec]以上で、出来るだけ垂直に近く近似する方法です。 

y＝x と言う関数を考えます。この関数は次の様な性質があります。 

x が 0 の時、y＝0。 
x が 0.1 の時、y＝0.1。 

x が 1 の時、y＝1。 
x が 10 の時、y＝10。 

この関数は、y の大きさが x の大きさと同じ関数です。出力の大きさ y が、入力 x の位置

で決まることを言っています。同様に次のような元関数を考えます。（元関数については「フ

ィルター近似とは」の章をご覧下さい。） 

y＝ω 

y を入出力間の大きさの変化、つまり利得。ωを先ほど計算した、入力正弦波の正規化角

周波数と考えます。 

https://rohaki.main.jp/mokuji.html
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この関数は、利得が入力正弦波の正規化角周波数 ωで決まる関数です。 

利得が、入力の正規化角周波数の位置に比例することを言っています。 

振幅が一定で、周波数が変化する正弦波を入力した場合、 

ωが 0 なら y は 0 倍、ωが 0.1 なら y は 0.1 倍、ωが 1 なら y は 1 倍、ωが 10 なら y は

10 倍の大きさで出ます。 
この関数を 2 段接続すれば、ωが 0 なら y は 0 倍、ωが 0.1 なら y は 0.01 倍、ωが 1 な

ら y は 1 倍、ωが 10 なら y は 100 倍の大きさで出ます。 
この関数を 3 段接続すれば、ωが 0 なら y は 0 倍、ωが 0.1 なら y は 0.001 倍、ωが 1 な

ら y は 1 倍、ωが 10 なら y は 1000 倍です。 
この関数をどんどん多段接続すれば正規化角周波数が、 

1 [rad/sec]より小さい所では、大きさが激減し、 
1 [rad/sec]の所では、常に入力と同じ大きさが出、 
1 [rad/sec]より大きい所では、大きさが激増、 

します。 
この関数を多段接続することにより「フィルター近似とは」の章で述べた元関数の持つ

べき性質にマッチして来ます。つまり、元関数は y＝ωnです。 

ωに比例した利得は、どうしたら得られますか。 

「s とは何か」の章で記述しましたが、ωに比例した利得は、正弦波を微分して得られる

のでした。 

伝達関数に s があれば、入力された正弦波は微分され、ω 倍されて出て来ます。同様に

snがあれば、入力された正弦波は n 回微分され、ωn倍されて出て来ます。 

「フィルター近似とは」の章で述べましたが、伝達関数を作る前に、正規化角周波数 ω

で利得を表した周波数伝達関数を下記の様に作ります。その後、s の関数である伝達関数に

直します。そして s の関数、伝達関数で回路を作ります。 

 

①元関数を用意します。y＝ωnです。図 1 は n＝5 の場合です。 
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②この元関数を、n に係らず、常に偶関数にするために 2 乗します。 y＝(ωn)2＝ω2nです。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

③ω2nの値は角周波数 0 で 0 になります。角周波数 0 での利得を 1 にするため、1 をたし

ます。y＝ω2n＋1 です。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

④阻止域での利得を 1 以下にする為に逆数にします。
1

1
2ny

ω
です。 
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⑤平方根にします。
1

1
1

1y
n2n2

ωω
です。これがバタワースフィルターの周波

数伝達関数の絶対値、略して ω特になります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ω＝1 での利得を dB で表しますと、 

2log102log20
2
102log201log20

11
1log20 1010

2
1

101010 ≒－3[dB] 

になります。通常、この－3[dB]地点を通過域端と呼びます。この地点に来て欲しい、なま

の角周波数を、縮尺用の通過域端生（なま）角周波数にします。 

 

2、n による違い 
n による違いは下のグラフの様になります。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n が大きくなるにしたがって、理想的なフィルターに近づいて来ます。 
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3、伝達関数への変換 

周波数伝達関数の絶対値の 2 乗、つまり 2 乗 ω特は、1、④の
1

1
2nω

です。「周波数伝達

関数から伝達関数へ」の章で説明しました通り、この 2 乗 ω特を s の 1 次や 2 次の伝達関

数の積に直さなければ回路が実現出来ません。まず 2 乗 ω特の分母を因数分解します。 

012nω  

と置き、移項して、 

1n2ω  

になります。この方程式の根（解）を探します。ω2n ＝－1 を成り立たせる ωが根（解）に

なります。因数定理により、その根（解）で因数分解出来ます。「周波数伝達関数から伝達

関数へ」の章で説明しました通り、この方程式に実数の根（解）は無く、純虚数または共

役複素数の根（解）だけです。ここからは根を使います。 

因数分解が出来次第、ωの根を s の根に直します。ωの根を 90 度反時計式に回転し、伝

達関数の s の根に変換します。さらに複素平面左半面の根のみを採用します。「周波数伝達

関数から伝達関数へ」の章をご参照下さい。 

s の実根からは 1 次の伝達関数分母が出来、s の共役複素根から 2 次の伝達関数分母が

出来ます。それぞれの分子に 1 を載せれば出来上がりです。 

伝達関数の s に、入力の角周波数に従った＋jωと－jωが代入され、掛け算され、平方根に

され、出力されます。この部分は、「s＝jωとは何か」の章をご参照下さい。 

 

4、分母の因数分解 
2 乗 ω特分母、つまり「周波数伝達関数の絶対値の 2 乗」分母の因数分解を行います。 

01n2ω  
1n2ω   

という方程式を成り立たせる ω の値を見つけます。n は正の整数ですから、2n は必ず偶数

です。偶数乗した値が－1 になる ωは、実数ではありません。方程式左辺の ωは複素数であ

ると思われますので、ωを極形式の複素数、 

)sinj(cos r θθω  

と置きます。ド・モアブルの定理を利用しますと、 

)n2sinjn2(cos r)}sinj(cos r { n2n2n2 θθθθω  

になります。ド・モアブルの定理についての説明は、この章の最後 11 にあります。同様に

方程式右辺の－1 も極形式の複素数で表しますと、 

φφφφ sinjcos)sinj(cos 11  

 ,9 7 ,5 ,3 , πππππφ  

になります。したがって方程式、 
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1n2ω  

は、 

φφθθ sinjcos)n2sinjn2(cos r n2  
 ,9 7 ,5 ,3 , πππππφ  

と書き換えることが出来ます。左辺と右辺の極形式複素数どうしを比較しますと、 

1r n2
 

 ,9 7 ,5 ,3 ,n2 πππππθ  

となります。2nθの式の両辺を 2n で割れば、 

n2
9,

n2
7,

n2
5,

n2
3,

n2
πππππθ  

π
n2

1k2
   k＝1,2,3・・・・・ 

となります。方程式を成り立たせる ωの値、つまり根は、 

ππω
n2

1k2sinj
n2

1k2cos     k＝1,2,3・・・・・ 

になりました。「周波数伝達関数から伝達関数へ」の章にあります通り、s の根は複素平面

で ωの根を反時計式に 90 度回転させたものですから、j を掛け、 

ωjs  

ππ
n2

1k2sinj
n2

1k2cosj  

ππ
n2

1k2cosj
n2

1k2sin    k＝1,2,3・・・・・ 

となります。無限個の根が生じますが、sin も cos も変数が偶数分の奇数の分数なので、1
周回っては同じ根をなぞって行きます。これらの根から複素平面左半面の根のみを 1 回だ

け取り出せば良いです。複素平面左半面の訳も「周波数伝達関数から伝達関数へ」の章を

ご参照下さい。 
 

5、根の取り出し 
 結論だけ知りたい方は 6、へ飛んで下さい。 
(1) k はどこまで採るか 

s の根実数部の sin は k が 1 のとき、 

2n
sin 

n2
1-k2sin

1k

ππ  

となります。次に k に 2n＋1 を代入して見ますと、 

πππ
n2

12n4sin
n2

1)1n2(2sin
n2

1-k2sin
12nk
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2n
sin

2n
2sin

2n
12sin ππππ  

 

になります。k が 2n＋1 の時、変数として 2π が前に出て来るので、k が 1 の時の sin 値と

一致します。この後の k では一周目と同じ値をとって行きます。つまり、k は 1 から 2n ま

で採用すれば良いことが分ります。 
 

(2) 複素平面左半面の根 

次に、複素平面左半面の根のみを 1 回だけ取り出す方法を考えます。 
複素平面左半面の根は、実数部が負です。(1)の式の様に sin の頭にマイナスがついている

ので、 π
n2

1k2sin が正であれば、複素平面左半面の根です。 

sin の値は、変数が 0 を超え π未満で正になるので、 ππ
n2

1k20 の sin 値を取り出せ

ば良いです。 

まず不等式 π
n2

1k20 は、n および k が自然数の場合、常に成り立つので問題ありま

せん。次に不等式 ππ
n2

1k2
を解きますと、 

  1
n2

1k2
 

n21k2  

1n2k2  

2
1nk  

になり、
2
1nk となります。

2
1n 未満の k とは、k が自然数の場合、k が n 以下（k

＝n も含む）なら良いということです。下図の通りです。 

 

 

 

 

 

つまり、k の値は、0＜k≦n です。これで－sin 値は負になり、伝達関数 s の根の実数部

は負になります。k は自然数ですから、1 から n まで取れば良いことが分かります。 
ここで、計算の簡単化を考えます。n が偶数と奇数の場合に分けて考えます。 

n＋ 2
1

 n－1 n－
2
1

 

k はここより小さい自然数 

n n＋1 
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(3) n が偶数の場合の根の取り出し 
n が偶数の場合、k は 1 から n なので偶数個になります。k の一番前と一番後ろ、二番目

と後ろから二番目、三番目と後ろから三番目と言う風にペアを組んでいくと、 2
n
個のペア

が出来て仲間はずれは出来ません。ここで、k の一番前の値 1 と一番後ろの値 n について、

sin 値、cos 値の計算を行って見ますと、 
k＝1 では、 

n2
sin

n2
12sin

n2
1k2sin

1k

πππ  

n2
cos

n2
1k2cos

1k

ππ  

です。 
k＝n では、 

ππ
n2

1n2sin
n2

1k2sin
nk

 

n2
sincos

n2
cossin 

n2
sin ππππππ  

n2
sin

n2
sin ππ

 

n2
cos

n2
1n2cos

n2
1k2cos

nk

ππππ  

n2
cos

n2
sinsin

n2
coscos πππππ  

 

となり、sin については一番前と一番後ろで同じ値、cos については一番前と一番後ろで符

号だけが逆になることが分かります。これは k＝2 と k＝n－1 のペアについても、また他の

ペアでも成り立ちます。したがって、すべての k について sin 値、cos 値の計算をする必要

は無く、各ペアの前側の k＝1 から k＝ 2
n
までの sin 値、cos 値を計算すれば良いです。各

ペア後側の sin 値は前側と同値、cos 値は前側の符号だけ変えれば良いです。これは全部複

素共役根になることを表しています。こうして出来た全ペアの sin 値、cos 値から s の根を

作ります。 

 

(4) n が奇数の場合の根の取り出し 

n が奇数の場合、k は 1 から n なので奇数個になります。k の一番前と一番後ろ、二番目
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と後ろから二番目、三番目と後ろから三番目と言う風にペアを組んでいくと、真ん中に 1

個の仲間はずれが出来ます。n から仲間はずれの 1 を引き 2 で割った、
2

1n
個のペアが出

来ます。 

真ん中の仲間はずれの k 値は、ペアの数が 1 つならば k＝1＋1＝2、ペアの数が 2 つなら

k＝2＋1＝3、という様にペアの数プラス 1、つまり
2

1n1
2

1n
になります。 

仲間はずれの
2

1nk について、sin 値、cos 値の計算を行って見ますと、 

1
2

sin
n2
nsin

n2

1
2

1n2
sin

n2
1k2sin

2
1nk

ππππ  

0
2

cos
n2

ncos
n2

1
2

1n2
cos

n2
1k2cos

2
1nk

ππππ  

になり、虚数部の無い実根になります。 

ペアの部分の考え方は、n が偶数の場合と全く同じになります。sin については一番前と

一番後ろで同じ値、cos については一番前と一番後ろで符号だけが逆になります。これは他

のペアでも成り立つので、全ての k について sin 値、cos 値の計算をする必要は無く、各ペ

アの前側の k＝1 から k＝
2

1n
までの sin 値、cos 値を計算すれば良いです。各ペアの後側

の sin 値は前側と同値、cos 値は前側の符号だけ変えれば良いです。これは複素共役根を表

しています。 

仲間はずれの sin 値、および各ペアの sin 値、cos 値から伝達関数 s の根を作ります。 

 

6、伝達関数分母 
こうして伝達関数の s の根を取り出すことが出来ました。取り出した根により、分母の

因数分解が出来ます。以上をまとめます。 

πα
n2

1k2sink  

πβ
n2

1k2cosk  

とした場合、 

フィルター次数 n が偶数の場合、伝達関数は、 



10 
 

2
k

2
kk

2

2
n

1kkkkk

2
n

1k s2s
1

)}j(s)}{j(s{
1)s(G

βααβαβα ΠΠ  

になります。フィルター次数 n が奇数の場合、伝達関数は、 

)}j(s)}{j(s{
1

)1(s
1)s(G

kkkk

2
1n

1k βαβα
 

2
k

2
kk

2

2
1n

1k s2s
1

1s
1

βαα
 

になります。伝達関数の s に、入力の角周波数に従った＋jω と－jω が代入され、掛け算さ

れ、平方根にされ、出力されます。角周波数 0 では s＝0 ですから、偶数でも奇数でも分母

は
2

k
2

k βα となります。 1cossin 22 θθ により 12
k

2
k βα ですから、分子分母共に 1

となり 1)s(G
0s

です。 

 

7、分母の因数分解の別解法 
急がれる方は 9、へ飛んで下さい。2 乗 ω特の分母の因数分解と、ωの s へ変換を同時に

行う方法です。この方法は次の考えに基づきます。 
1＋ω2nを因数分解後、因数を全部かけ合わせれば 1＋ω2nに戻ります。 

1＋ω2nを因数分解後、各因数の ωに全て jωを代入してから、因数を全部かけ合わせたら、
n)j( 21 ω になるでしょう。 

n
j
s 21 を因数分解し、因数を全部かけ合わせれば

n
j
s 21 に戻ります。 

n
j
s 21 を因数分解後、各因数の s に jω を代入し、因数を全部かけ合わせたら、

nn

j
j 22

11 ωω
になる筈です。 

周波数伝達関数の絶対値の 2 乗、つまり 2 乗 ω特は 1、④の
1

1
2nω

です。この 2 乗 ω特

の分母を
n2

j
s1 と置き、因数分解してみます。この式を 0 と置き方程式の根を求めますと、 

0s)1(1
)1(

s1
j
s11 n2n

n

n2

n2

n2
n2

j
s  

です。ここで、n が奇数の場合と偶数の場合で分けます。 
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(1) n が偶数の場合の根 
偶数の場合の方程式は、 

0s1 n2  

1s n2  

となります。ド・モアブルの定理を利用して s の根を見つけます。 

θθ sinjcoss と置きますと、 

1n2sinjn2cos)sinj(coss n2n2 θθθθ  

になります。cos2nθの値が－1、sin2nθの値が 0 になる 2nθ、つまり答が実数の－1 になる

2nθを求めますと、 
2nθ＝π,, 3π,5π,7π,9π・・・・・ 

になります。 

n2
9,

n2
7,

n2
5,

n2
3,

n2
πππππθ  

π
n2

1k2
   k＝1,2,3・・・・・ 

です。方程式の根は、 

ππθθ
n2

1k2sinj
n2

1k2cossinjcoss     k＝1,2,3・・・・・ 

となります。 

(2) n が奇数の場合の根 
奇数の場合の方程式は、 

0s1 n2  

12ns  

になります。ド・モアブルの定理を利用して s の根を見つけます。 

θθ sinjcoss と置きますと、 

1nsinjncos)sinj(coss nn θθθθ 2222  

になります。cos2nθの値が 1、sin2nθの値が 0 になる 2nθ、つまり答が実数の 1 になる 2nθ
を求めますと、 

2nθ＝0, 2π,4π,6π,8π・・・・・ 
になります。 

n2
8,

n2
6,

n2
4,

n2
2,0 ππππθ  

n
4,

n
3,

n
2,

n
,0 ππππ

 

π
n

1k
    k＝1,2,3・・・・・ 
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です。方程式の根は、 

ππθθ
n

1ksinj
n

1kcossinjcoss     k=1,2,3・・・・・ 

となります。複素平面左半面根の取り出しについては省略します。 

 

8、別解法の例題 

別解法の例として、n＝2 の 2 乗 ω特分母の ωを
j
s で置き換え、解いて見ます。 

0s1
1
s1

j
s11 4

4

4

4
22

j
s  

となります。 

1s4  

です。この方程式の根をド・モアブルの定理を利用して見つけます。 

θθ sinjcoss と置きますと、 

14sinj4cos)sinj(coss 44 θθθθ  

になります。答えが実数の－1 になる 4θを求めますと、 
4θ＝π，3π，5π，7π，9π・・・・・ 

になります。 

θ＝
4
π
，

4
3π

，
4

5π
，

4
7π

，
4

9π
・・・・・ 

ですが、5 つ目からは二周目に入り、同じ値をとって行きますので、方程式の根は、 

 

2
1j

2
1

4
sinj

4
coss1

ππ  

2
1j

2
1

4
3sinj

4
3coss2

ππ  

2
1j

2
1

4
5sinj

4
5coss3

ππ  

2
1j

2
1

4
7sinj

4
7coss4

ππ  

 

の 4 根となります。すべて複素数です。根が求まりましたので、因数分解をしますと、 

)
2

1j
2

1)(s
2

1j
2

1)(s
2

1j
2

1)(s
2

1j
2

1(s1 4
j
s  

になります。 

各因数の s に jωを代入して、全部をかけ合わせますと、 

s1 s2 

s3 s4 
-j 

j 

-1 1 
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)}
2

1j
2

1)(j
2

1j
2

1)}{(j
2

1j
2

1)(j
2

1j
2

1(j{ ωωωω  

1)
2

2j1)(
2

2( 22 ωωωω  

41 ω  

になり、2 乗 ω特分母の因数分解が成功したことを表しています。 

複素平面の共役根から出来る 2 つの因数は、かけあわせると実数係数の s の 2 次式にな

ります。伝達関数は実数係数でなければ実現不可能なので、これを作ります。 

上の例では、複素平面右半面の共役根、 

2
1j

2
1

、
2

1j
2

1
 

から出来た因数をかけあわせますと、 

)
2

1j
2

1)(s
2

1j
2

1(s  

2
1

2
1j

2
sj

2
1j

2
1

2
s

2
sj

2
ss 2

 

1
2

2ss 2  

1s2s2
 

になり、伝達関数は分子に 1 を載せたものですから、 

1s2s
1

2  

となります。 

複素平面左半面の共役根、 

2
1j

2
1

、
2

1j
2

1
 

から出来た因数をかけあわせますと、 

)
2

1j
2

1)(s
2

1j
2

1(s  

2
1

2
1j

2
sj

2
1j

2
1

2
s

2
sj

2
ss 2

 

1
2

2ss 2  

1s2s2
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になり、伝達関数は分子に 1 を載せたものですから、 

1s2s
1

2  

となります。 

両者を比べると、s の項の符号のみが違うことが分ります。右半面由来の伝達関数と左

半面由来の伝達関数は、s に jω を代入した時、共役になります。上記の例では、右半面根

由来伝達関数の s に jωを代入した場合、 

ωωωωω 2j1
1

12jj
1

1]s2[s
1

222
js

2
 

となり、左半面根由来伝達関数の s に jωを代入した場合、 

ωωωωω 2j1
1

12jj
1

1]s2[s
1

222
js

2
 

となります。 

分母の虚数部の符号が反対なので、共役です。「周波数伝達関数から伝達関数へ」の章で

述べました様に、複素平面右側の根は、回路が不安定になるため使えないです。 

左半面根由来伝達関数の s に－jωを代入して見ますと、 

ωωωωω 2j1
1

12j)(j
1

1]s2[s
1

22
j-s

2
 

になります。 

「周波数伝達関数から伝達関数へ」の章の、「複素数に四則演算を行って出来た複素数の

共役は、初めの複素数の共役に同じ四則演算を行って出来る複素数に等しい。」により、右

半面根由来の伝達関数の s に＋jωを代入したものと同じ式になりました。 

さらに「周波数伝達関数から伝達関数へ」の章で述べた様に、ある伝達関数に正弦波が

入力された時の振る舞いは、正弦波応答のラプラス逆変換により次の様になるのでした。 

 

①、＋jωが伝達関数に代入される。 

②、共役－jωも伝達関数に代入される。 

③、＋jω代入伝達関数の答えと、共役－jω代入伝達関数の答えがかけ合わせられる。 

④、この平方根が出力される。 

 

です。s＝jω と s＝－jω が同じ伝達関数に入力されかけ合わされるのですから、回路の安定

化の為、複素平面左の根により出来た伝達関数のみを使用すれば良いです。 

)2j1)(2j1(
1

1]s2[s
1

1]s2[s
1

22
j-s

2
js

2 ωωωωωω

 

41 ω
1
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となり、2 乗 ω特が再現されます。 

 

9、バタワースフィルターの設計その 1（仕様固め） 

バタワースフィルター設計ソフトを作る場合の、ユーザーとのインターフェースを考え

ます。ユーザーの希望するフィルターの仕様は、下図の様なものです。 
 
 
 
 
 
 
 
 

「0から fP [Hz]までの通過域における減衰の許容最大はAP [dB]以下、阻止域である fS [Hz]
以上での減衰の許容最小は AS [dB]。」 
ここで注意すべきことは、ユーザーの考えている fP 地点は、本章の 1、⑤で述べた利得 

－3[dB]の正規化角周波数、ω＝1 地点ではないことです。 
 

(1)コンピューターへの入力依頼 
ユーザーに、 

通過域端周波数 fP [Hz] 
阻止域先端周波数 fS [Hz]  
通過域最大減衰量 AP [dB] 
阻止域最小減衰量 AS [dB] 

を入力して頂きます。コンピューター内部では、角周波数 ω＝2πf [rad/sec]で計算すること

にします。 
 

(2)ΩSの提示 
ユーザーが指定した阻止域先端周波数 fS[Hz]を、通過域端周波数 fP [Hz]で割ったもの、つ

まり、
[Hz]f 

]Hz[f
P

S

通過域端周波数

阻止域先端周波数 をΩS（ラージオメガエス）と呼びます。 

この値を参考値として表示します。フィルターの鋭さの指標です。小さいほど鋭いフィ

ルターです。 
 

(3)次数の計算と提示 
次数 n を求め、ユーザーに提示します。その求め方は以下の通りです。「なまの角周波数」

0 fS fP 

減衰[dB] 

f [Hz] 
AP 

AS 

侵入禁止 
侵入禁止 
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とは正規化する前の、現実の角周波数のことです。 
「－3[dB]地点のなまの角周波数」を ω0 とした場合、「あるなまの角周波数」ω の正規化

角周波数は、縮尺を
sec]/rad[
sec]/rad[ 1

0ω
として、 

正規化角周波数＝「あるなまの角周波数」×縮尺
0ω
ω

[rad/sec] 

です。「スケーリング」の章をご参照下さい。
0ω
ω

が正規化された角周波数を表します。こ

の正規化角周波数をバタワースフィルターの周波数伝達関数に代入しますと、「あるなまの

角周波数」ωにおける利得、α(ω)[dB]は、 
 

1

120
2

0

10
n)(

log)(

ω
ω

ωα  

2
1

n2

0
1010 }1){(20log1log20

ω
ω

 

}1){(20log
2
1020 n2

0
10 ω

ω
 

}1){(10log n2

0
10 ω

ω
[dB]・・・① 

となります。 

ユーザーからは AP と fP が与えられています。fP を角周波数 ωP＝2πfP に直し、①式を使

って、与えられた APと ωP で、「－3[dB]地点のなまの角周波数」ω0を求めますと、 

P
n2

0

P
10 A}1){(10log

ω
ω

 （利得で考えますから APに－が付きます。） 

10
A}1){(log Pn2

0

p
10 ω

ω
 

10
A

n2

0

P
P

101)(
ω
ω

 

110)( 10
A

n2

0

P
P

ω
ω

 

n2
1

10
A

0

P )110(
P

ω
ω

 

ωP 

-AP 

ω0 ? 

-3dB 
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n2
1

10
A

P
0

)110(
P

ωω ・・・② 

になります。 

ユーザーからは、AS と fSが与えられています。fSを角周波数 ωS＝2πfSに直し、①式を使

って、与えられた ASと ωS で、「－3[dB]地点のなまの角周波数」ω0を求めますと、 

S
n2

0

S
10 A}1){(10log

ω
ω

・・・③ 

10
A}1){(log Sn2

0

S
10 ω

ω
 

10
A

n2

0

S
S

101)(
ω
ω

 

110)( 10
A

n2

0

S
S

ω
ω

 

n2
1

10
A

0

S )110(
S

ω
ω

 

n2
1

10
A

S
0

)110(
S

ωω ・・・④ 

になります。同一フィルターですから、－3[dB]地点である②式と④式の ω0は同じ角周波数

でなければなりません。－3[dB]地点が同じ角周波数ということは、そこまでの傾斜もそこ

からの傾斜も同じということです。両式をイコールで結び、2 つの ω0 を等しくする為の次

数 n を求めますと、 

n2
1

10
A

S

n2
1

10
A

P

)110()110(
SP

ωω
 

n2
1

10
A

P
n2
1

10
A

S )110()110(
SP

ωω  

n2
1

10
A

10
A

P

S

110

110
P

S

ω
ω

 

ωs 

-As 

ω0 ? 

-3dB 



18 
 

P

S

110

110

10
PA

10
SALog

n2
1

ω
ω

 

aLog
bLogbLog

m

m
a （m は 1 以外の正の数）を使い、 

110

110Log

Log

n2
1

10
A

10
A

10

P

S
10

P

S

ω
ω

 

P

S
10

10
A

10
A

10

Log2
110

110Log

n
P

S

ω
ω  

になります。n は小数で出ます。小数の n によるバタワースフィルターは、下図のように fP、
AP、fS、AS を全て満たします。 
 
 
 
 
 
 
 
 

ところが、小数の次数は作れないので、切り上げて整数にします。小数の n および、整

数に切り上げた n の値をユーザーに提示します。n を整数に切り上げることにより、②式と

④式は、 

n2
1

10
A

P

)110(
P

ω
≠

n2
1

10
A

S

)110(
S

ω
 

になってしまいます。 
ユーザー指定の fPと APから求まる ω0と、同じく fSと AS から求まる ω0とは食い違って

しまいます。食い違った ω0で一つのフィルターを作ることは不可能です。 
上式をながめると、不等号を等号に直し、両者の ω0 を同じにするには、次の方法があり

ることに気がつきます。 

0 fs fp 

減衰[dB] 

f [Hz] 
Ap 

As 

侵入禁止 
侵入禁止 

小数の n 
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イ、ωPと APと ωS の値はそのままにして、ASで調節する。 
ロ、ωSと ASと ωP の値はそのままにして、APで調節する。 
ハ、ωPと APと AS の値はそのままにして、ωSで調節する。 
ニ、ωSと ASと AP の値はそのままにして、ωPで調節する。 

の 4 つです。以下の(4)、(5)、(6)、(7)の順に、ユーザーの判断を仰ぎます。 
 

 (4) 新 As の提示 
イの場合です。ωP と APと ωS は元の値のまま、AS で調節します。等式の成り立つ ASの

値を求めます。切り上げた n を使用して、 

n2
1

10
A

S

n2
1

10
A

P

)110()110(
SP

ωω
 

n2
1

10
A

P
n2
1

10
A

S )110()110(
SP

ωω  

n2n2
1

10
A

P
n2n2

1
10
A

S })110({})110({
SP

ωω  

)110()110( 10
A

n2
P

10
A

n2
S

SP

ωω  

)110()110( 10
A

n2
S

10
A

n2
P

PS

ωω  

n2
P

10
A

n2
S10

A )110(110
P

S

ω
ω

 

1)110(10 n2
P

10
A

n2
S10

A
P

S

ω
ω

 

1)110(Log
10
A

n2
P

10
A

n2
S

10
S

P

ω
ω

 

1)110(Log10A n2
P

10
A

n2
S

10S

P

ω
ω

 

となります。「AP、fS、ΩS が仕様通りなら、AS は大きくなります。」として、ユーザー指定

の fSでの減衰量を提示します。 
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新 ASが了承されれば、切り上げた n の②式で求める ω0が、なまの－3[dB]地点となり、

縮尺用に使われます。 
 

(5) 新 APの提示 
ロの場合です。ωSと ASと ωP は元の値のまま、AP で調節します。等式の成り立つ AP の

値を求めます。切り上げた n を使用して、 

n2
1

10
A

S

n2
1

10
A

P

)110()110(
SP

ωω
 

n2
1

10
A

P
n2
1

10
A

S )110()110(
SP

ωω  

n2n2
1

10
A

P
n2n2

1
10
A

S })110({})110({
SP

ωω  

)110()110( 10
A

n2
P

10
A

n2
S

SP

ωω  

n2
S

10
A

n2
P10

A )110(110
S

P

ω
ω

 

1)110(10 n2
S

10
A

n2
P10

A
S

P

ω
ω

 

1)110(Log
10
A

n2
S

10
A

n2
P

10
P

S

ω
ω

 

1)110(Log10A n2
S

10
A

n2
P

10P

S

ω
ω

 

0 fS fP 

減衰[dB] 

f [Hz] 
AP 

AS 

侵入禁止 
侵入禁止 

新 AS 
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となります。「fS、ΩS、AS が仕様通りなら、AP は小さくなります。」として、ユーザー指定

の fＰでの減衰量を提示します。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

新 APが了承されれば、切り上げた n の④式で求める ω0が、なまの－3[dB]地点となり、

縮尺用に使われます。 
 

 (6)新 fSの提示 
ハの場合です。ωP と APと AS は元の値のまま、ωSで調節します。等式の成り立つ ωS の

値を求めます。切り上げた n を使用して、 

n2
1

10
A

S

n2
1

10
A

P

)110()110(
SP

ωω
 

n2
1

10
A

P
n2
1

10
A

S )110()110(
SP

ωω  

n2
1

10
A

n2
1

10
A

P
S

)110(

)110(
P

S

ωω となり、 

π
ω
2

f S
S  

になります。減衰が AS[dB]になる周波数は、ユーザー指定の fS [Hz]ではなく、もう少し低

い周波数になります。この新 fSでのΩSの値を計算します。ΩSとは(2)の値のことです。 

「AP、fP、AS が仕様通りなら、fS、ΩS は小さくなります。」として、ユーザー指定の AS

になる、新 fSおよび新ΩS を提示します。 
 

 

 

 

 

0 fS fP 

減衰[dB] 

f [Hz] 
AP 

AS 

侵入禁止 
侵入禁止 

新 AＰ 
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新 fS および新 ΩS で了承されれば、切り上げた n の②式で求める ω0 が、なまの－3[dB]
地点となり、縮尺用に使われます。 
 

(7)新 fPの提示 
ニの場合です。ωS と AS と AP は元の値のまま、ωP で調節します。等式の成り立つ ωP

の値を求めます。切り上げた n を使用して、 

n2
1

10
A

S

n2
1

10
A

P

)110()110(
SP

ωω
 

n2
1

10
A

P
n2
1

10
A

S )110()110(
SP

ωω  

n2
1

10
A

S
n2
1

10
A

P )110()110(
PS

ωω  

n2
1

10
A

n2
1

10
A

S
P

)110(

)110(
S

P

ωω となり、 

π
ω
2

f P
P  

になります。減衰が AＰ[dB]になる周波数は、ユーザー指定の fＰ[Hz]ではなく、もう少し高

い周波数になります。この新 fＰでのΩSの値を計算します。ΩSとは(2)の値のことです。 
「AS、fS、AP が仕様通りなら、fP は大きく、ΩS は小さくなります。」として、ユーザー

指定の AＰになる、新 fＰおよび新ΩSを提示します。 
 
 
 
 
 

0 fS fP 

減衰[dB] 

f [Hz] 
AP 

AS 

侵入禁止 
侵入禁止 

新 fS 



23 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

新 fP および新 ΩS で了承されれば、切り上げた n の④式で求める ω0 が、なまの－3[dB]
地点となり、縮尺用に使われます。 
 

10、バタワースフィルターの設計その 2(具体設計) 
ユーザーとのやり取りで仕様が固まりましたら、正しい n で因数分解を行い、ω0＝1 

[rad/sec]で 1 次や 2 次伝達関数を作成します。 

その伝達関数を実現する回路を決め、ω0＝1 [rad/sec]での回路素子値を求めます。 
9、で求めた正しい ω0 から、実周波数への縮尺を求めます。縮尺が出ましたら、回路素

子値の実周波数へのスケーリング、および、回路素子値の実用値へのスケーリングを行い

ます。 

 

11、ド・モアブルの定理についての説明 

絶対値が 1 の n 個の複素数 

11 sinjcos θθ 、 22 sinjcos θθ 、・・・・・・ nn sinjcos θθ  

があり、順次掛けていきますと、 

)sinj)(cossinj(cos 2211 θθθθ  

21211221 sinsincossinjcossinjcoscos θθθθθθθθ  
)sincoscos(sinjsinsincoscos 21212121 θθθθθθθθ  

)sin(j)cos( 2121 θθθθ  
 

)sinj)(cossinj)(cossinj(cos 332211 θθθθθθ  

)sinj)}(cossin(j){cos( 332121 θθθθθθ  

321321213321 sin)sin(cos)sin(j)cos(sinjcos)cos( θθθθθθθθθθθθ  
}sin)cos(cos){sin(jsin)sin(cos)cos( 321321321321 θθθθθθθθθθθθ  

)sin(j)cos( 321321 θθθθθθ  
 

0 fS fP 

減衰[dB] 

f [Hz] 
AP 

AS 

侵入禁止 
侵入禁止 

新 fＰ 
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になります。途中で加法定理を使いました。これをくり返しますと、 

)sinj(cos)sinj)(cossinj(cos nn2211 θθθθθθ  

)sin(j)cos( n21n21 θθθθθθ  
になります。ここで、 

θθθθ n21  
と置きますと、 

θθθθ nsinjncos)sinj(cos n  
となります。これをド・モアブルの定理と呼びます。 

 
θθθ jesinjcos  

を知っていれば、 
njn )e()sinj(cos θθθ  

θjne  
θθ nsinjncos  

であっという間に求まります。 

 

目次に戻る 

https://rohaki.main.jp/mokuji.html

